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I ntroduccion

Podemos afirmar que a la hora de ensefiar mateméticas no basta con “explicar” los conceptos
propios de esta disciplina. Por € contrario, S queremos que sean asimilados de una forma
significativa por los estudiantes es fundamental estudiar sus origenesy su evolucion alo largo de
la historia; es decir, hay que estudiar como ha evolucionado la construccién del conocimiento
matemético, asi como |os recursos intel ectual es implicados en dicha construccion.

Pero acudir a la Historia como recurso didactico presenta ciertas dificultades, entre las que
podemos destacar, en primer lugar, la necesidad de disponer de suficientes fondos documentales
(textos) sobre la actividad cientifica a lo largo de los siglos, necesidad esta no siempre bien
cubierta, sobre todo en los lugares a ejados de | os tradi cional es centros de produccion cultural; y,
en segundo lugar, si suponemos resueltaladificultad anterior, nos encontramos con que los textos
antiguos son dificiles de leer, dado que estan escritos en lenguas que, generalmente, no son de
dominio comun, lasfiguras no son muy clarasy, amenudo, se usan notaciones desacostumbradas
parala mayoriade los estudiantes, o que produce cierto rechazo entre los posibles lectores.

Estas dificultades pueden ser paliadas en parte usando, bajo determinadas condiciones,
diferentes tipos de software. La primera, por medio de la digitalizacion de los documentos y su
almacenamiento en bibliotecas virtual es, accesibles desde cualquier lugar. Lasegunda, por medio
del uso de programas relacionados con la didéctica, como, por eemplo, el software orientado a
la “geometria dinamica’, cuyo uso nos permite prescindir del estudio de ciertos detales
“técnicos’, para, a mismo tiempo, ayudarnos a percibir la belleza y el ingenio de las ideas
simplificadas a méaximo (“desnudas’): Esto es lo que podemos llamar la digitalizacion de las
ideas. Estetrabajo es un intento de poner en practica esto Ultimo, usando el software de geometria
dindmica Geometer's Sketchpad® y uno de los tépicos més conocidos de los trabajos de
Arquimedes: la cuadratura de la pardbola.

Importancia“ didactica’ de los trabajos de Arquimedes

Si queremos introducirnos en el estudio de la evolucién del conocimiento matemético alo largo
de la historia, debemos considerar |a obra de Arquimedes como prototipica, dadas las especiales
caracteristicas de la misma, entre las que podemos destacar:

— Arquimedes desarrolla técnicas de demostracion orientadas a la consecucion del “rigor”,
concepto éste de vital importanciaen el desarrollo histérico de la Matematica. En este sentido
podemos destacar lamaestriade Arquimedes en laaplicacion del Método de Exhauscion, cuyo

1 Geometer’'s Sketchpad. © by Key Curriculum Press. Berkeley. CA.
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objetivo es evitar € uso del “infinito” en las demostraciones, siguiendo latradicién filoséfica
griega que excluia el uso de este concepto para la adquisicién del conocimiento racional, es
decir, del conocimiento “verdadero”, debido ala multitud de contradicciones en las que nos
hace caer.

— Perolaaplicacion del Método de Exhauscion presenta un problema: se debe conocer a priori
el resultado que se quiere demostrar. En consecuencia es necesario disponer de otros métodos
para obtener estos resultados que luego seran demostrados “rigurosamente”, es decir, “sin
hacer intervenir el infinito”. Estos métodos suelen ser bastante intuitivos y basados en €l
conocimiento empirico. Arquimedes descompone &reas en infinitos segmentos que luego
“pesa’ con su balanza; halla centros de gravedad, donde supone concentrado todo el “peso”
de unafigura, llegando asi a resultados que luego demuestra por € Método de Exhauscién.

En resumen, la obra de Arquimedes es un conjunto “cerrado” respecto a la construccién del
conocimiento matemético: dispone de métodos exploratorios para obtener nuevos resultadosy de
métodos demostrativos para confirmar la “verdad matemética’ de dichos resultados. Esta
caracteristicaconvierte laobrade Arquimedes en una herramienta didactica Unica, que deberiaser
considerada“obligatoria’ en laformacion de los estudiantes, en particular, en laformacién delos
futuros mateméticos.

A continuacién se presentan algunos de los conocidos resultados de Arquimedes usando
Geometer's Sketchpad, con € propdsito de ilustrar, por una parte, las diferencias entre
descubrimiento y demostracion en mateméticas, y por otra, la relacion entre €l rigor en las
demostraciones y su conexién con la prohibicién del uso del infinito en la construccion de las
mismas. Es importante recordar que su “método” exploratorio se basa, fundamentalmente, en
considerar |os objetos geométricos compuestos por infinitos elementos mas sencillos, de manera
que del estudio de ciertas propiedades de dichos elementos podemos deducir propiedades del
“todo”; mientras que sus demostraciones “rigurosas’ (Método de Exhauscién) se basan en evitar
radicalmente €l uso del infinito.

Un recorrido “dinamico” por algunos resultados de Arquimedes

1. El méodo de exhauscion

Este método se basa en la utilizacion de la demostracién indirecta (o reduccion a absurdo) junto
con la Proposicién X.1 de los Elementos de Euclides (llamada por algunos Axioma de
Arquimedes).

Un gemplo paradigmatico de aplicacion del Método de Exhauscion [o encontramos en la
Proposicion 1 de La medida del circulo:
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LA MEDIDA DEL CIRCULO. Proposicién 1 -

El area de un circulo es igual al area de un triangulo rectangulo en el que uno
de sus catetos es igual al radio y el otro es igual a la longitud de la
circunE\erencia correspondiente.

Radior\

Longitud

Figural
Arquimedes demuestra esta proposicion usando el METODO DE
EXHAUSCION que se basa en la aplicacion del llamado AXIOMA DE
ARQUIMEDES (Elementos X.1):

"Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud)
mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi

sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la magnitud menor
dada".

1 i~ b a) Supongamos que A>T
A: Sea K=A-T

Inscribamos poligonos hasta
que A-P<K (Axi. Arquim.)

Entonces: Figura2
0 A-P<A-T ===> P>T

Pero:
P=OH xperf2<rxU2=T
Luego: P<T (Contradiccion)

B b) Supongamos que A<T
Sea K=T-A

Por "cortes" sucesivos
K obtendremos poligonos hasta
que P-A<K (Axio. Arquim.)
N Figura3
0 Entonces:
P-A<T-A===>P<T

Pero:

P=OH x per/2=rxp/2 >

D . C >ixl2=T

Luego : P > T (Contradiccion)
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Obsérvese que antes de proceder ala demostracion debemos conocer €l hecho de que €l érea del
circulo (A) esigua a area de cierto tridngulo (T), resultado que se ha obtenido previamente
aplicando algun otro método. Por ultimo, vemos que e Axioma de Arquimedes, junto con la
negacion de lo que queremos demostrar (A distinto de T), nos permite encontrar un poligono de
area P, comprendidaentre Ay T, y que resulta ser contradictorio.

2. Una demostracion rigurosa

Como ya se hadicho laideade “rigor” en la demostracion arquimediana esta ligada, entre otras
cosas, alaausenciade referencias a infinito. Esta caracteristica se puede observar de formaclara
en laProposicion 9 del libro Sobre el equilibrio de los planos:

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROPOSICION 9.

El centro de gravedad de un pralelogramo esta en la recta que une los
puntos medios de los lados opuestos.

A Show

b

A E D

I

Queremos probar que el centro de gravedad del paraelogramo ABCD esta en la linea EF.
Podriamos afirmar que el paralelogramo est4 formado por infinitos segmentos, cada uno de los
cualestiene su centro de gravedad en larecta EF, por estar en ella su punto medio; por lo tanto, €l
centro de gravedad de todo e “conjunto” estard también en esta recta. Sin embargo Arquimedes
razona de la siguiente manera:

Figura4

i
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SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROPOSICION 9.

El centro de gravedad de un pralelogramo esta en la recta que une los
puntos medios de los lados opuestos.

(A Fde]
Ag
Figura5
o D

]

A E L
K H
de
B ) ) - F ) u C

Supongamos que €l centro de gravedad no estd en EF, sea éste H. Tracemos HK paralelaaAD y
a BC, que corta a EF en K. Entonces es posible por biseccion determinar el segmento EL de
manera que EL < KH. Ahora dividimos EA en las mismas partes que ED y trazamos paralelas a
AB Yy DC. Tenemos asi un nimero par de paralelogramos iguales, tal que sus centros de gravedad
estaran situadosaigual distanciaalo largo de unarecta; por lo tanto, el centro de gravedad de todo
el conjunto estara situado en lalinea que une los centros de gravedad de |os dos centrales [Prop.
5 -Corolario 2 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos]; pero esto es imposible porque H
est& fuera de los dos paral elogramos centrales.

Obsérvese como negando 1o que queremos demostrar y aplicando la biparticion un nimero
finito de veces, encontramos una contradiccion que nos permite afirmar la veracidad de la
proposicion. Podemos decir que esta sencillademostraci 6n resume de maneraadmirable lanocion
de “rigor matematico” en Arquimedes.

E @ >

3. El “método” mecéanico de Arquimedes

Veamos ahora los recursos usados por Arquimedes para obtener algunos de los resultados que
luego probara“ rigurosamente” . Este conjunto de recursos |o denominaremos “ método mecéni co”
y se basa en dos principios fundamentales: el uso de la balanza (ley de la palanca) para “pesar”
geométricamente magnitudes (areas, volumenes, etc.) y el cdlculo de centros de gravedad, en los
gue suponemos concentrado € “peso” (es decir, e &rea, € volumen, etc) de los objetos
geométricos aestudiar. A continuacion se presentan ejempl os sobre estos aspectos extraidos de la
obra de Arguimedes.

En primer lugar veremosla Proposicion 8 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos, que
nos permiteilustrar el uso geométrico de la balanza:
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SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS . LIBRO 1.

Proposicién 8.- Si AB es una magnitud cuyo centro de gravedad
es C, y AD es una parte de la misma, cuyo centro de gravedad es
F, entonces el centro de gravedad de la diferencia estaré en el
punto G de FC tal que :

GC:CF = (AD):(DE)

A E Figura6

I i ¢ 6 Y

L 5 é
CG =2,08 cm
CF =5,18 cm CF =0, 40
[rea(AD) = 6,40 square cm
(rea(DE) = 15,97 square cm b ea( AD) -0. 40

[rea(DE)

Si aprovechamos | as posibilidades dinamicas de Geometer’ s Skechpad y desplazamos el punto D,
podemos ver que se conserva laigualdad de razones enunciada, o que nos permite pasar de una
relacion entre areas a una relacion entre segmentos, es decir, comparamos (medimos) areas a
través delacomparacion (medida) de segmentos. Esto puede ser considerado como unareduccion
de un problema mas complicado a otro més sencillo.

En segundo lugar nos referiremos a otro aspecto importante del “método mecénico”: e
cdculo de los centros de gravedad. Como gjemplo ilustrativo de esta cuestion podemos ver la
Proposicion 15 del Libro | de Sobre el equilibrio de los planos:

SOBRE EL EQUILIBRIO DE LOS PLANOS. PROP. 15 GE =2,82cm

(LIBROI) GF =1,97 cm
BC =10,05cm

AD = 3,08 cm

[AFde] [AHde] [AHdd [pHae| [A Had [A Had

GE

(2.BC + AD)

=1,43
Figura7

=1,43

> >
I| |2
2| |2

>
[72]
=
S]
2

Hid

i
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Esta proposicion muestra como se puede halar e centro de gravedad de un trapecio
descomponiéndolo en dos triangulos y aplicando los postulados y |as proposi ciones anteriores.

Por Ultimo, veremos una proposicién en la que se combinan los dos resultados anteriores; se
trata de la Proposicién 6 de La cuadratura de la parabola:

CUADRATURA DE LA PARABOLA. Prop. 6

A
Figura8
(Area P).AO =22,82 cm3 (Area T).OE =22,82 cm3
AO =6,49 cm OE=2,16 cm
Area P =3,52 cm2 Area T =10,55 cm2

(Area T

Aeap 00

En lafigura 8 tenemos una balanza AOB colocada horizontalmente y apoyada en su punto medio
O. Seae triangulo BCD suspendido desdelos puntosB y Oy tal que CD estaen lamismavertical
gue O. Entonces, si P es un areatal que suspendida del punto A hace que €l sistema permanezca
en equilibrio, se cumplira que P es un tercio del tridngulo BCD. En efecto, si € sistema esta
equilibrado y suponemos que el area del triangulo esta concentrada en su centro de gravedad,
aplicando laley de labalanza, [legamos ala conclusion de que larazon entre las areas esigua a
larazdn inversa entre sus brazos, es decir 3, dado que AO/OE = OB/OE = 3, por ser G €l centro
de gravedad de un tridangulo. Esto nos permite expresar una razon entre areas por medio de una
razon entre segmentos, o lo que es o mismo, medir areas através de la medida de segmentos.

4. El método y la cuadratura de la parabola

Una vez expuestos los principios basicos del método mecanico estamos en condiciones de
presentar un € emplo del mismo. LaProposicién 1 de El Método es, posiblemente, € jemplo més
caracteristico:
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EL METODO. Proposicién 1.-
Plr abol a KW 1

T = = _
Tri Ongul oHK 3

7

OM =5,111 cm
KN =1,428 cm

OMsKN =7, 30 cf

PO =0, 852 cm
GT =0,852 cm

HK =8,567 cm
GT-HT =7,30 cm?

Figura9

. /

En el Sketch de la Figura 9 tenemos el segmento parabdlico ABC cuya érea queremos evaluar.
Construimos €l tridngulo ACF, siendo CF tangente ala pardbolaen Cy con AF paraelo a gjede
lapardbola. Puesbien, laproposicidn en cuestion establece que larazdn entre el areadel segmento
parabdlico y el areadd triangulo es 1/3. Para llegar a este resultado podemos hacer |0 siguiente:
sea K @ punto medio del segmento AF. Construyamos el segmento CH, tal que K sea su punto
medio. Sea una recta cualquiera paralela a eje de la pardbola que determina los segmentos MO
con €l triangulo ACF y PO con el segmento parabdlico. Situemos ahora el segmento PO en €l
punto H, esdecir, GT=PO. Si movemos larecta citada, de manera que el punto O se desplacealo
largo de AC, veremos que se conserva la igualdad de los productos GT-HT y MO-KN. Esto
significagque el segmento TG, que esigua a PO, situado en H equilibraa segmento MO situado
en su posicién en el tridngulo. Por otra parte, a mover larecta vemos que los infinitos segmentos
PO recorren & segmento parabdlico y los infinitos MO 6l tridngulo. Luego, todo e segmento
parabdlico situado en H se equilibra con el triangulo situado en su posicion. Pero, como hemos
dicho antes, si estan en equilibrio entonceslarazén entrelas &reas esigua alarazon inversaentre
los correspondientes “brazos’ de la balanza, siendo estos HK y KW, donde W es € centro de
gravedad del tridngulo. Como HK esigual aKC (mediana) y W esel centro de gravedad, podemos
concluir que la razén buscada es 1/3; por lo que podemos afirmar que el area del segmento
parabdlico es 1/3 del &readel tridngulo ACF, olo que eslo mismo, 4/3 del areadel triangulo ABC.
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5. Lacuadratura“rigurosa’ de la pardbola

Conocido € anterior resultado, Arquimedes procede a demostrarlo de una forma rigurosa, es
decir, sin hacer intervenir € infinito, haciendo uso del Método de Exhauscion. La demostracion
la podemas encontrar, por ejemplo, en su libro La cuadratura de la parébola, concretamente en
la Proposicion 24, en cuya demostracion se hace uso de la Proposicién 23. Ambas proposiciones
Se exponen a continuacion:

LA CUADRATURA DE LA PARABOLA. Proposicion 23
Dada una serie de areas A, B, C, D, tal que cada una de ellas es

igual a cuatro veces la siguiente entonces:
A+B+C+D+(1/3)D=(4/3)A

Area(A) + Area(B) + Area(C) + Area(C Area(©) = 55,90
rea(A) + Area(B) + Area(C) + Area(C) + g =55 cm?2
4 Areap) A Figura 10
——5——— =5590cm 2
Area(A) = 41,926 al cuadrado cm
B

Area(B) = 10,481 al cuadrado cm

Area(C) = 2,620 al cuadrado cm C

Area(C) = 0,655 al cuadrado cm D]ﬁ

A 4
LA CUADRATURA DE LA PARABOLA . Proposicion 24.
El area del segmento de parabola determinado por la cuerda AB es igual a 4/3
del &rea del tridngulo APB
» Move C>Q]
5 Wove © 5P _P — "
Y/
B | Figural1ll
}//c
- PB =3,91
o | (Area AVP +(Area PKB)
Supongamos Par>4/3(APB)
a D
Sea M=Par-4/3(APB)
Par-T<M=£>Par-T<Par-4/3(APB)==>
==>T>4/3(APB) (Absurdo, Prop.|23)
A 4
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La Proposicion 23 es una simple propiedad algebraica usada en la demostracion indirecta de la
Proposicién 24. Esta Gltima afirma que larazén entre el areadel tridngulo APB y lasumade las
areasdelostriangulos AVPy PKB esigua a4; esdecir, el triangulo APB es cuatro veces mayor
gue la suma de los otros dos. Podemos aplicar nuevamente esta construccion en los cuatro
pequefios segmentos de pardbola que quedan fuera de los triangulos considerados, y asi
sucesivamente. Pero la Proposicion 23, junto con lasuposicion delo contrario de lo que queremos
demostrar y e Axioma de Arquimedes (Elementos X.1) nos permiten encontrar una
contradiccion, gque probaria € teorema, antes de tener que recurrir a un nimero infinito de
repeticiones de la construccidn expuesta.
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